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1. 设 ( )f x 在点 0x = 处有二阶导数，

1

3

0

( )lim   1
x

x

f xx e
x→

⎡ ⎤+ + =⎢ ⎥⎣ ⎦
，试求 (0)f ， (0)f ′ 及 (0)f ′′ . 

解 1： 
1

3

0 0 0

( )ln[1 ]( ) ( )lim[1 ] lim 3 lim ln[1 ] 0x
x x x

f xxf x f xxx e x
x x x→ → →

+ +
+ + = ⇒ = ⇒ + + =  

0 0 0

( ) ( ) (0)lim 0 lim ( ) 0 (0) (0) lim 0
0x x x

f x f x ff x f f
x x→ → →

−′⇒ = ⇒ = = ⇒ = =
− ， 

由等价无穷小得 20 0 0 0

( )
( ) ( ) ( ) (0)lim 3 lim 2 lim 2 (0) lim 4

2 0x x x x

f xx f x f x f x fx f
x x x x→ → → →

+ ′ ′ ′−′′= ⇒ = ⇒ = ⇒ = =
−  

解 2：  
1

3

0 0 0

( )ln[1 ]( ) ( )lim[1 ] lim 3 lim[ ] 0x
x x x

f xxf x f xxx e x
x x x→ → →

+ +
+ + = ⇒ = ⇒ + =  

从而有 
2

20 0 0

( ) ( )ln[1 ] ( )lim lim lim 3
x x x

f x f xx x x f xx x
x x x→ → →

+ + + +
= = =  

又 ( )f x 在点 0x = 处有二阶导数，故
2 2(0)( ) (0) (0) ( )

2
ff x f f x x o x
′′

′= + + + ，  

从而  

2 2 2
2

2 20 0

(0)(0) (0) ( )( ) 2lim lim
x x

fx f f x x o xx f x
x x→ →

′′
′+ + + ++

=  

2 2

20

(0)(0) (0) [ 1] ( )
2lim 3

x

ff f x x o x

x→

′′
′+ + + +

= = ，所以 (0) (0) 0f f ′= = ， (0) 4f ′′ =   

2. 设 2

1
( 1)

xy
x
+

=
− ，求

(100) (0)y 。（14分） 

解 1：由于
1 2

2

1 ( 1) 2( 1)
( 1)

xy x x
x

− −+
= = − + −

− ，  
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1 (100) 101 101[(1 ) ] ( 1)( 2) ( 100)(1 ) 100!(1 )x x x− − −− = − − − − = − ， 

2 (100) 102 102[(1 ) ] ( 2) ( 100)( 101)(1 ) 101!(1 )x x x− − −− = − − − − = −   

于是
(100) (0) 100! 2 101! 203 100!y = + × = ×  

解 2：
1 2

2

1 ( 1) 2( 1)
( 1)

xy x x
x

− −+
= = − + −

− ，  

   由于 1(1 )x −− 的马克老林公式为
1 2 100 100(1 ) 1 ( )x x x x o x−− = + + + + + ， 

   而 2(1 )x −− 的马克老林公式为
2 2 99 100 100(1 ) 1 2 3 100 101 ( )x x x x x o x−− = + + + + + + ，  

   所以
(100) (0) 1 2 101 203
100!

y
= + × = ，  即 (100) (0) 203 100!y = ×   

3. 求不定积分
2

4

1
1

x dx
x

+
+∫ .（14分） 

解 1： 
2 2

4 2 2

1 1
1

x xdx dx
x x x

−

−

+ +
=

+ +∫ ∫  

1

1 2

( )
( ) 2

d x x
x x

−

−

−
=

− +∫
11 arctan

2 2
x x C

−−
= +

21 1arctan
2 2

x C
x
−

= +  

 

解 2：
2 2 2

4 2 2 2 2 2

1 1 1
1 ( 1) ( 2 ) ( 2 1)( 2 1)

x x xdx dx dx
x x x x x x x

+ + +
= =

+ + − + + − +∫ ∫ ∫  

2 2

1 1 1[ ]
2 2 1 2 1

dx
x x x x

= +
+ + − +∫ 2 2

1 1 1[ ]
2 ( 2 / 2) 1 / 2 ( 2 / 2) 1 / 2

dx
x x

= +
+ + − +∫  

       
1 2 2 1 2 2arctan( ) arctan( )
2 2 2 2

x x C+ −
= + + . 

4. 设 ( )f x 在[0,1]上可导，且0 ( ) 1f x′< < ， (0) 0f = ，证明： ( )21 1 3

0 0
( ) ( )f x dx f x dx>∫ ∫ 。（14分） 

解：令 ( )2
3

0 0
( ) ( ) ( )

x x
F x f t dt f t dt= −∫ ∫ ，则 (0) 0F = ，  

因为0 ( ) 1f x′< < ， (0) 0f = ，所以当 (0,1]x∈ 时， ( ) 0f x > 。 
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3

0
( ) 2 ( ) ( ) ( )

x
F x f x f t dt f x′ = −∫ 2

0
( )[2 ( ) ( )]

x
f x f t dt f x= −∫ ， （ (0,1)x∈ ） 

记
2

0
( ) 2 ( ) ( )

x
g x f t dt f x= −∫ ，则 (0) 0g = ， ( ) 2 ( )(1 ( )) 0g x f x f x′ ′= − > . 

故 ( )g x 在[0,1]上单调递增。当 0x > 时， ( ) (0)g x g> ，即 ( ) 0F x′ >  

于是当 0x > 时， ( ) (0) 0F x F> = ，因此 ( )21 1 3

0 0
(1) ( ) ( ) 0F f t dt f t dt= − >∫ ∫ ，即结论真 

5. 求由方程 4 4 2 4 4 4 6 0x y z x y z+ + − + − − = 所确定的函数 ( , )z f x y= 的极值。（15分） 

解： 两边关于 ,x y求偏导数得：
3

3

4 2 4 4 0

4 2 4 4 0
x x

y y

x zz z

y zz z

′ ′⎧ + − − =⎪
⎨ ′ ′+ + − =⎪⎩

， 

令 0x yz z′ ′= = ，解得 1,  1x y= = − , 代入原方程得 2 4 12 0z z− − = ，解得 6z = 和 2z = − 。上式关于 ,  x y 分别

再求导得：

2 2

2 2

12 2( ) 2 4 0

12 2( ) 2 4 0

2 2 4 0

x xx xx

y yy yy

x y xy xy

x z zz z

y z zz z

z z zz z

⎧ ′ ′′ ′′+ + − =
⎪

′ ′′ ′′+ + − =⎨
⎪ ′ ′ ′′ ′′+ − =⎩

， 

(1, 1) (1, 1) (1, 1)
(1, 1) (1, 1)

6 6,  0,  .
2 2xx xy yyA z B z C z

z z− − −
− −

′′ ′′ ′′= = = = = =
− −  

2
2

(1, 1)

36 0
(2 )

AC B
z −

− = >
− ， 所以 ( , )z f x y= 在 1,  1x y= = − 处有极值。 

因当 6z = 时， 0A < ，所以该函数此时有极大值 6z = 。 

又当 2z = − 时， 0A > ，所以该函数此时有极小值 2z = − 。 

 

6. 一平面经过 x轴并与 y 轴正向之间的夹角为 / 6π ，且在第 I 和 II 卦限该平面位于 xoy上方，求它与椭圆柱面

2 2

2 2 1
3 4
x y

+ = 及 xoy面所围成的立体体积（取 xoy面上方部分）。（14分） 

解 1：固定 x，由于垂直于 x轴的截面为一个直角三角形，其中的一个角度是 / 6π ，三角形的一条直角边为

2

24 1
3
xy = − ，
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故该直角三角形的面积为

2
2

2
2

1 8( ) 4 1 tan (9 )
2 3 6 9 3

xA x xπ⎛ ⎞
⎜ ⎟= × − × = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

故所求立体的体积
3 32 2 3

3 0

8 16 16 1 32(9 ) (9 ) (27 3 ) .
39 3 9 3 9 3 3

V x dx x dx
−

= − = − = − ⋅ =∫ ∫  

解 2：因平面过 x轴并与 y轴正向之间的夹角为 / 6π ，根据柱面知识，该平面方程为 tan
6 3

yz y π
= =  

（或者：所以法向量的方向角为
2,  ,  

2 3 6
π π πα β γ= = = ，即法向量可取为

22(0,cos ,cos ) (0, 1, 3)
3 6

n π π
= = − ， 

于是，该平面方程为 ( 0) 3( 0) 0y z− − + − = ，即 3
yz = ……. 6分） 

2

2

2 2

2 33 4 1 3
3

2 33 0 0
/ 9 /16 1,

         0.

1 16 3 32/ 3 16(1 ) (3 ) .
3 33 3 3

x

x y
y

xV zdxdy dx y dy dx
−

−
+ ≤
≥

= = = − = − =∫∫ ∫ ∫ ∫  

7. 试解以下题（注： 高年级同学做第（1）题，一年级同学做第（2）题，否则无效。） 

（1）判别级数
1

1 1ln(1 )
n nn

∞

=

⎡ ⎤
− +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ 的敛散性.（高年级做）（14分） 

解：我们知道当 0x > 时，有 ln(1 )
1

x x x
x
< + <

+ ，所以 

1
1 1 1ln(1 )11 1

n
n n n

n

= < + <
+ +

， 

3 / 2

1 11 1 1 1 1 10 ln(1 )
1 1 ( 1 )

n n n n
n n nn n n n n n n n

+ − + −
< − + < − = < = <

+ + + +
， 

因 3 / 2
1

1
n n

∞

=
∑ 收敛，由比较判别法得原级数收敛。 

（2）设 ( )f x 在[ , ]α α β+ 上可导，又0 1β< < ， ( ) 0f α = ， | ( ) | | ( ) |f x f x′ ≤ ，试证 ( ) 0f x ≡ 。（14分） 

证明：因 ( )f x 在[ , ]α α β+ 上连续，由最值定理，存在 0 [ , ]x α α β∈ + 使得： 0[ , ]
max | ( ) | | ( ) |

x
M f x f x

α α β∈ +
= =  

假设 0M ≠ ，由于 ( ) 0f α = ，由拉格朗日中值定理，存在 ( , )ξ α α β∈ + ，使得： 

0 0 0| ( ) ( ) | | ( )( ) | | ( ) | | ( ) |M f x f f x f f x Mα ξ α ξ β′= − = − ≤ < = ， 

这是不可能的。即 0M = ，换言之， ( ) 0f x ≡ 。 


